Darstellungen semidirekter Produkte
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Zuerst werden die irreduziblen unitidren Darstellungen der Poincaré Grup-
pe hergeleitet, dann wird das Vorgehen verallgemeinert auf beliebige semidi-
rekte Produkte mit abelschem Normalteiler. Als Literatur wurde [1-3] ver-
wendet.
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1 Grundbegriffe

Sei G eine Gruppe mit Gruppenwirkung auf eine Menge M und = € M.
Der Orbit (Bahn) von z ist dann gegeben durch Gz = {gz|g € G}. Die
Isotropiegruppe (Stabilisator, kleine Gruppe) von z ist definiert als G, =
{9 € Glgz = z}.

Ist N Normalteiler einer Gruppe G (d.h. N<G), H eine Untergruppe von G
und lésst sich jedes Element von G eindeutig als Produkt eines Elementes von
N mit einem Element von H schreiben, dann heifit G semidirektes Produkt
von N und H (dh. G = H x N). Da N ein Normalteiler von G ist, ist
die Operation 7(h)n = hnh~! fiir jedes h € H ein Automorphismus von N



(n € N). Schreibt man nun die g; € G als g; = n;h; mit n; € N und h; € H,
dann erhélt man fiir das Produkt von g1 und gs:

9291 = mnahanihy = nohanihy thohy
= (n27(h2)n1)(h2h1) (1)

Fiir g3 = g2g1 hat man also ng = na7(h2)n; und hs = hoh;. Es folgt ausser-
dem, dass man g = nh auch eindeutig als ¢ = hn/ mit n’ = h~'nh schreiben
kann.

Hat man umgekehrt zwei Gruppen N und H vorgegeben sowie eine Abbil-
dung 7 von H nach Aut(NV), so kann man das (dussere) semidirekte Produkt
G = H %, N bilden, indem man gemaf (Il) eine Multiplikation auf N x H
wie folgt definiert:

(n2, ho)(n1, ha) = (na7(h2)ni, hahi) (2)

Identifiziert man n mit (n,eq) und h mit (ex,h), dann hat man natiirlich
wieder hnh~! = 7(h)n.

Ein Beispiel fiir ein semidirektes Produkt ist die im néchsten Abschnitt
besprochene Poincaré Gruppe. Ein Vierervektor = transformiert unter der
Poincaré Gruppe in den Vektor ' = Ajx + a;. Hier ist Ay die Matrix einer
Lorentztransformation und aq ein Vierervektor, der eine Translation in der
Raumzeit beschreibt. Fiihrt man noch eine weitere Lorantztransformation
aus, dann erhélt man:

= AQCEI + a2 = A2A1£Cl + ag + Asaq

Schreibt man ein Element der Poincaré Gruppe nun als Paar (a, A), so sieht
man durch Vergleich mit (), dass sie ein semidirektes Produkt ist (7 bildet
einfach ein abstraktes Element der Lorentzgruppe H auf die entsprechende
Matrix A ab, die ein Automorphismus auf der Raumzeit und damit auf der
Translationsgruppe N ist).

2 Darstellungen der Poincaré Gruppe

In der Quantenphysik wird die Gruppe der eigentlichen orthochronen Lor-
entztransformationen ersetzt durch ihre universelle Uberlagerungsgruppe, die
S1(2,C). Da die universelle Uberlagerungsgruppe einfach zusammenhiingend
ist, kann man dann von projektiven Darstellungen zu gewohnlichen Darstel-
lungen iibergehen [2]. Elementarteilchen bzw. deren Zustandsvektoren miis-
sen nach irreduziblen Darstellungen der Poincaré Gruppe transformieren,
durch eine Klassifizierung dieser irreduziblen Darstellungen erhélt man also
eine Klassifizierung der moglichen Elementarteilchen [2].



Einem beliebigen Vierervektor p € R kann folgendermaBen bijektiv eine
hermitesche Matrix zugeordnet werden:

po+p3 p1tipe
P=p,oc" = ; 3
Pu (pl—lm Po — P3 ) ()

Hier sind die o* die Paulimatrizen und ¢° die Einheitsmatrix. Es gilt:

det P = pj — pi —p3 — p3 = p”
Man ldsst nun eine Matrix A € S1(2,C), also eine komplexe 2 x 2 Matrix mit
det(A) = 1, folgendermaflen auf P wirken:

7(A)P = APA' (4)

Die Matrix bleibt so hermitesch und die Determinante bleibt unverédndert, =
ist also ein Homomorphismus von SI(2,C) in die Lorentzgruppe. Jede Lor-
entztransformation ist wiederum ein Automorphismus von R'3. Man kann
also das semidirekte Produkt G = SI(2,C) x, R!3 bilden. Dabei beschreibt
R'3 eine Translation in der Raumzeit. Wenn man von Spiegelungen absieht,
ist G somit die Quanten-Version der Poincare Gruppe. Im folgenden werden
die Abkiirzungen N = R und H = SI(2,C) verwendet.

2.1 Charaktere der Translationsgruppe

Ein Charakter x einer kontinuierlichen Gruppe L ist ein stetiger Homomor-
phismus von L nach C*, d.h. x(I1l2) = x(I1)x(l2) fir alle l1,lo € L. Zusétzlich
wird hier gefordert, dass x unitdir sein soll, d.h. |x| = 1. Die Menge der uni-
téren Charaktere von L wird mit Char(L) bezeichnet.

Da die Translationsgruppe N = R'3 abelsch ist, sind die irreduziblen
unitédren Darstellungen eindimensional und somit durch Char(N) gegeben.
Sind n; € N die abstrakten Gruppenelemente und w; € R die zugeordneten
Vektoren, dann lautet die Forderung, dass x ein Homomorphismus sein soll,
folgendermaflen:

x(w1 + wa) = x(w1)x(w2)

Diese Gleichung wird durch die Exponentialfunktion gelost. Da y ausserdem
stetig und unitir sein soll, konnen sdmtliche Losungen geschrieben werden
als:

Xp(w) =P mit peRY (5)

Der Raum der unitiren Charaktere kann also mit R1? identifiziert werden.

2.2 Zuriickfithrung auf Darstellungen der kleinen Gruppe

Eine irreduzible Darstellung p der Poincaré Gruppe G iiber einem Vektor-
raum V zerfillt in mehrere irreduzible Darstellungen der Translationsgruppe



N. Man kann also eine Basis v, von V' so wihlen, dass fiir n € IV gilt:

p(n)Upe = Xp(1)vpo (6)
Dann gilt fiir jedes g € G:

p(m)p(9)vpe = p(g)p(9) " p(n)p(9)vpo
1

= p(9)p(9™ ng)vpo
= p(9)xp(9~ " 19)Vpo

Es macht nun Sinn, die Wirkung eines ¢ € G auf die Charaktere durch
(9xp)(n) = xp(97'ng) zu definieren. Dies wird auch dadurch motiviert, dass
die Wirkung von h~! € H auf ein Element n € N durch h~'nh gegeben ist.
Da N abelsch ist, bringt sie keinen Beitrag zur Wirkung von G auf ein x. Es

gilt dann mit der so definierten Gruppenwirkung:

p(n)p(g)vpa = (gXp)(n)p(g)Upa (7)

Ein Vergleich von [@) mit (@) ergibt, dass p(g)vps in dem gy, zugeordnenten
Unterraum liegt. Die Orbits von y unter G entsprechen also invarianten Un-
terrdumen. Will man irreduzible Darstellungen finden, dann kann man sich
auf einen Orbit der Charaktere beschrinken. Aufgrund der speziellen Form
der Charaktere der Translationsgruppe () gilt gxp = Xr(g)p, Wobei 7(g)p die
zu g gehorende Lorentztransformation (also ohne Translation) von p ist. Die
Orbits der Charaktere sind somit mit denen der Lorentztransformation im
R'3 identisch. Der Ursprung p = 0 bildet natiirlich einen Orbit. Die restlichen
Orbits kénnen charakterisiert werden durch m? = pup* sowie durch das Vor-
zeichen von pg. Da die Gruppenwirkung auf den Orbits transitiv ist, geniigt
es einen Représentanten xj pro Orbit anzugeben, die restlichen Charaktere
konnen dann iiber die Gruppenwirkung erzeugt werden, d.h. zu jedem p in
einem Orbit mit Représentant £ gibt es ein h, € H, so dass x, = hyx; bzw.
p = 7(hp)k. Die Orbits und eine mogliche Wahl der Représentanten k sowie
den nach (@) zugeordneten Matrizen K ist:

Orbit k K H,y,
9 m 0
m*>0,p0>0 (m,0,0,0) 0 m SU(2)
m?>0,p9 <0 (—m,0,0,0) ( _Om _(;n ) SU(2)
m2?=0,pp >0  (1,0,0,1) <(2) 8) U(l) x C
m?=0,pp <0 (—1,0,0,-1) ( _02 8 ) U(l) x C
p=0 (0,0,0,0) ( 8 8 > SI(2,C)
m? < 0 (0,0, |m|, 0) < _’Sn‘i |”g|z > S1(2,R)



Die Bedeutung der ebenfalls aufgefithrten Isotropiegruppe H,, wird nun ge-
zeigt. Diese wird auch kleine Gruppe genannt und im n#chsten Abschnitt
bestimmt. Fiir m = 0 ist die Abbildung 7 des Produktes U(1) x C allerdings
nicht einfach dadurch gegeben, dass ein Element aus C mit einem Element
aus U(1) multipliziert wird, sondern mit dem Quadrat des Elementes aus
U(1) (wird auch im néchsten Abschnitt gezeigt).

Der Index o in v,, kann noch umdefiniert werden, da er bis jetzt noch
nicht genutzt wurde. Man darf daher folgende Wahl treffen:

Upo = p(hp)vko (8)

Da ein beliebiges Gruppenelement von G als nh geschrieben werden kann
und die Wirkung von p(n) auf die vy, bereits durch (@) gegeben ist, muss
nur noch p(h) bestimmt werden. Man wihlt nun eine irreduzible Darstellung
s von H,, . Es gilt dann:

p(h)vps = p(hhy)vke
= p(h’r(h)p)p(h;(lh)phhp)vka
= plhe(uyp)s(h7 ) Vko (9)

Hier wurde genutzt, dass hT_(lh)phhp € H,, ist, denn:

T(h g, )k = T(h g, )7 (h)p

(h)
= T(h;(lh)p)T(hr(h)p)k
= k (10)

s wirkt nur auf den Index o und p(h,(;),) geméfl () nur auf den Index , die

Darstellung p ist also nach [{@)) durch s festgelegt. Schreibt man s(h;1 hhy)

(h)p
als Matrix] saa(h;(lh)phhp), so wird dies noch deutlicher:

p(h)vps = p(hr(n)p) 36a(h;(2)phhp) Vka
Saa(h;(z)phhp) p(hr(h)p)vké
Saa(h;&)phhp) Ur(h)pa& (11)

Man sagt die Darstellung von H wird durch diejenige von H,, induziert.
Das Ergebnis ist unanhéngig von der Wahl des Reprisentanten k. Wenn
man einen anderen Représentanten p wihlt und dessen Isotropiegruppe be-
trachtet, d.h. p = 7(h)p, dann sieht man an (), dass die Isotropiegruppen
von k und p isomorph sind (H,, = h,H,, h, 1 man beachte die Reihenfolge
der Faktoren). Durchlduft nun h die Gruppe H, dann werden alle Kombina-

tionen an Elementen h;&l)phhp € H,, und Charakteren Xy, des Orbits von

Weil die vy, Basisvektoren und keine Komponenten eines Vektors sind, ist die Reihenfolge der Indizes
durch s(h)vke = Ss0Vks gegeben, so dass Sso(h2h1) = Sox(h2)sko(h1) gilt.



xx durchlaufen, aus der Irreduzibilitit von s folgt somit die Irreduzibilitéit
des dazugehdrigen p.

Man bekommt also durch Wahl eines Orbits der Charaktere und durch
Wahl einer irreduzilen Darstellung der kleinen Gruppe eine irreduzible Dar-
stellung von G. Startet man hingegen mit einer irreduziblen Darstellung von
G, so wird man ebenfalls auf ([[Il) gefiihrt, man kann also jede irreduzible
Darstellung von G in dieser Weise schreiben. Also erhilt man durch obige
Prozedur alle unitéren irreduziblen Darstellungen von G.

2.3 Bestimmung der kleinen Gruppe

1. Fall m? > 0: Die Bedingung fiir die Invarianz des Reprisentanten K
unter der Transformation (@) lautet:

+m 0 +m 0
T =
A( 0 =+m > 4 < 0 =£m )
Da K proportional zur Einheitsmatrix ist, heisst das AAT = 1, also
A € SU(2). Dies ist die universelle Uberlagerungsgruppe der Rotations-
gruppe SO(3), also ihr quantentheoretisches Pendant. Die irreduziblen

Darstellungen der SU(2) konnen bekanntlich durch eine Drehimpuls-

quantenzahl s = 0, %,1, %, charakterisiert werden, die im Fall von

Elementarteilchen als Spin bezeichnet wird. Massive Teilchen kénnen
somit durch ihre Masse m und ihren Spin s beschrieben werden.

2. Fall m?2 = 0:
(X2 0
a 0 0

a b +2 0
c d 0 0
2la* 22\ (2 0
2ca 2> ) L0 0
Daraus folgt |a|> = 1 und ¢ = 0. Nutzt man noch 1 = det(A4) = ad,
dann hat man schliefSlich:
e b
A= < 0 6—1‘9 >

Man hat die eindeutige Zerlegung:

et? b (1 bet? et? 0
0 e® )70 1 0 e

Ausserdem gilt:

e 0 1 b e 0\ _ (1 be?
0 e 0 1 0 € )7 \o 1

Sl
Q) O



Die Matrizen mit # = 0 sind somit ein Normalteiler der kleinen Grup-
pe, die kleine Gruppe ist also das semidirekte Produkt U(1) x C. Man
sieht ebenso, dass die Wirkung von e? € U(1) auf ein b € C durch be???
gegeben ist, also durch einer Drehung um den Winkel 26 in der komple-
xen Ebene. Da die kleine Gruppe in diesem Fall wieder ein semidirek-
tes Produkt ist, kann man das obige Verfahren zur Klassifikation ihrer
irreduziblen Darstellungen benutzen. Die Orbits von U(1) in der kom-
plexen Ebene C sind die Kreise um den Ursprung sowie der Ursprung
selbst (Char(C) kann analog zu oben mit C identifiziert werden). Im Fall
der Kreise bekommen die Basisvektoren der irreduziblen Darstellungen
einen kontinuierlichen Index, der die Position auf dem Kreis festlegt
(analog zum Impuls p oben). So ein kontinuierlicher Freiheitsgrad wird
bei den Elementarteilchen nicht beobachtet, es sind also nur die zum
Ursprung gehorenden Darstellungen relevant. Die Isotropiegruppe des
Ursprungs ist die ganze U(1), deren irreduzible Darstellungen durch
0 — €% mit ¢ = O,i%,l,:t%,... gegeben sind. Masselose Teilchen
(m = 0) werden also durch ihre Helizitdt o charakterisiert. Lésst man
eine Matrix A mit b = 0 auf die zu einem Vierervektor gehérende Matrix
P gemiB AP AT wirken, so wird der Vierervektor um den Winkel 26 um
die 3-Achse gedreht. Da der Impuls k in die 3-Richtung zeigt, kann o
als Drehimpuls in Bewegungsrichtung gedeutet werden.

3. Fall p = 0: Dies ist das Vakuum, welches natiirlich invariant unter jeder
Lorentztransformation bleibt, d.h. A = S1(2,C).

4. Fall m2 < 0:
0 1 0 1
T:
a(ho)a=(40)

Fiir eine Matrix A mit det(A) = 1 gilt aber die Identitiit:

)= (40

Es muss also gelten:

0 1 0 1
T — T
A(_l O)A A<_1 0>A

Dies ist Aquivalent zu AT = AT, die Matrix A ist also reel und damit
A € S1(2,R). Alle nichttrivialen Darstellungen von S1(2,R) sind unend-
lichdimensional. Die zu m? < 0 gehérenden hypothetischen Teilchen
werden als Tachyonen bezeichnet.

2.4 Darstellungen auf den Schnitten homogener Vektorbiindel

Hat man zusétzlich zur Gruppenwirkung von G auf M noch ein Vektorbiindel
E iiber M (mit Projektion 7: E — M und Fasern E, = 7~ !(z)), dann ist F
ein homogenes Vektorbiindel, wenn:



1. G wirkt auf E

2. Die Projektion 7: E — M ist ein G-Morphismus (dquivariant), also
gm(v) = m(gv) fir alle g € G und v € E (das heiit nichts anderes als
dass g: B, — Egz)

3. Die Abbildung g: E, — E, ist linear fiir alle g € G und x € M

Man kann nun eine Darstellung p von G auf dem Vektorraum der Schnitte
I'(E) bekommen, indem man die Wirkung von G auf I'(E) definiert durch
(f eT(E)und g € G):

p(9)f(z) = gf(g™ x) (12)

Die Homogenitédt des Vektorbiindels ist notwendig fiir die Linearitéit und fiir
flg7'z) € Ej-1,, so dass p(g)f(x) € E, ist und f wieder auf einen Schnitt
abgebildet wird.

Die oben hergeleiteten Darstellungen der Poincaré Gruppe konnen auch
als Darstellung auf den Schnitten eines homogenen Vektorbiindels verstan-
den werden. Die Menge M entspricht hier dem gewé&hlten Orbit der Cha-
raktere, die E, werden durch die vy, fiir festgehaltenes p aufgespannt. Die
durch () definierte Gruppenwirkung erfiillt offensichtlich die Bedingungen
fiir ein homogenes Vektorbiindel, und die Darstellungen auf dessen Schnitten
entsprechen den Darstellungen aus Abschnitt

3 Darstellungen semidirekter Produkte

3.1 Induzierte Darstellungen

In Abschnitt wurde durch eine Darstellung der Isotropiegruppe, also ei-
ner Untergruppe, eine Darstellung der gesamten Gruppe induziert, vgl. ().
Dies soll nun verallgemeinert werden, indem ein homogenes Vektorbiindel
konstruiert wird.

Sei H eine Untergruppe von G, sowie s eine Darstellung von H auf einem
Vektorraum V. Man kann nun M = G/H = {gH|g € G} bilden, also die
Menge aller Nebenklassen gH von H. Jetzt definiert man eine Aquivalenzre-
lation ~ auf G x V:

(gh,v) ~ (g,s(h)v)

Hier ist ¢ € G, h € H und v € V. Die Aquivalenzklasse von (g,v) wird
mit [(g,v)] bezeichnet und die Menge der Aquivalenzklassen mit F = (G x
V)/ NE Die Abbildung 7: (g,v) — gH ist dann konstant auf den Aquvalenz-
klassen und stellt somit eine Abbildung von E nach M dar. Man kann die
Elemente x = gH von M vorerst durch ein Gruppenelement g représentieren.
Dann muss die Faser von = gegeben sein durch E, = 7= (z) = {[(g,v)] | v €

2@ ist somit das Prinzipalbiindel iiber M = G/H (mit Strukturgruppe H) und das so konstruierte F ist
das zur Darstellung s assoziierte Vektorbiindel.



V'}. Man hat dann eine von g abhéngige Identifizierung von V und E, durch
die Abbildung:
(I)g V= By, (I)g(v) = [(g,v)]

Eine andere Wahl von g ist gh, fiir das gilt:

Dyn(v) = [(gh, v)] = [(g, s(h)v)] = Py(s(h)v)

Oder kurz:
Pyp, = Pyos(h) (13)

Definiert man nun die e; € E, durch e; = ®,4(v;), dann kann man eine
Addition auf E, definieren:

e1 + ex = $y(vy + v2)

Diese Addition ist auf Grund von (I3) und der Linearitdt von s unabhéngig
von g, F, ist also tatséichlich ein Vektorraum und E damit ein Vektorbiindel
iitber M.

Man ldsst nun ein a € G auf dieses Vektorbiindel £ wirken durch:

al(g,v)] = [(ag,v)]

Dies stellt eine lineare Abbildung von E, — E,; dar, man hat es also mit
einem homogenen Vektorbiindel zu tun. Die entsprechende Darstellung von
G auf den Schnitten I'(F) heisst von s induziert.

Sei als Beispiel nun H die Isoptropiegruppe eines Punktes x wie in Ab-
schnitt Dann hat man eine natiirliche Bijektion zwischen dem Orbit Gz
und der Menge der Nebenklassen von H: Jedes Element von gH bildet x un-
ter der Gruppenwirkung auf denselben Punkt des Orbits von x ab, umgekehrt
kann jeder Punkt des Orbits als gz geschrieben werden, was fiir jeden Punkt
eine andere Nebenklasse gH liefert. Die Menge M entspricht also einem Orbit
aus dem Beispiel in Abschnitt

Zur expliziten Konstruktion der induzierten Darstellung muss man eine
Basis auf I'(F) wihlen. Zuerst wéhlt man h, € G so, dass zu jeder Neben-
klasse h,H bijektiv ein Index p zugeordnet ist. Die Vektoren v, sollen eine
Basis von V bilden. Eine Basis der Faser 7~ 1(h,H) ist dann gegeben durch
epoe = [(hp,vs)]. Als Basis vy, von I'(E) bietet sich dann folgende an:

Vpo (hp H) = Oppr €po (14)
Nun kann die induzierte Darstellung p nach () berechnet werden:

P(g)vpa(hp’H) = gvpa(g_lhp’H)



Dies ist nach () nur dann ungleich null, wenn g_lhp/H = hpH. Sei also im

folgenden h;,l ghy, € H und sz, die Matrix zu s in der Basis v,:
p(g)vpa(hp’H) = YC€po

[(ghp7 UU)]

= [(hy, S(hz;lghp)va)]

= P, (550 (hy," ghp)vs)

= S50(hy' ghp) P, (v5)

— sao(hlj,lghp)ep/(;,

= Sﬁa(hgflghp)vp’&(hp/H)

Die Gleichung (1) erhélt man hieraus, wenn man h;lghp € H beachtet,
denn an (I0) sieht man, dass dann p’ = 7(g)p gelten muss.

3.2 Aligemeines Vorgehen
Das Vorgehen aus Abschnitt kann man sofort auf beleibige semidirekte
Produkte G = H x N mit abelschem Normalteiler N verallgemeinern:

1. Zerlegen von Char(N) nach Orbits unter G. Wéhle einen Orbit und
einen Représentanten yj dieses Orbits.

2. Sei G, = Hy, x N. Wihle irreduzible Darstellung s von H,, auf einem
Vektorraum V. Weil man jedes Element aus Gy, als hn mit h € H,, und

n € N schreiben kann, erhélt man eine irreduzible Darstellung pi von
Gy, durch pg(hn)v = xx(n)s(h)v fir v € V.

3. Konstruktion der von pj induzierten Darstellung p von G nach Ab-
schnitt Bl

Nach MACKEY gilt dann [3]:

e Sei G separabel und lokal kompakt. Dann folgt aus der Irreduzibilitit
von s die Irreduzibilitédt von p.

e Ist GG ein reguléres semidirektes Produkt, dann kénnen alle irreduziblen
Darstellungen durch obige Prozedur erhalten werden.

Ein semidirektes Produkt heisst reguldr, wenn es kein quasi-invariantes Maf3
auf Char(N) gibt, das streng ergodisch unter der Wirkung von H ist.
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