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Spin in der speziellen Relativitätstheorie

Komponenten des 4-Spin Sµν = −Sνµ:
3-Spin S ij = εijk Sk

Massendipol S i0

Schwerpunkt ist relativ.
Benötigen Spin-Nebenbedingung (SNB):

Møller SNB: S̃µ0 = 0
Kovariante SNB: Sµνpν = 0
Newton-Wigner (kanonische) SNB:
mŜµ0 + Ŝµνpν = 0

schnell & schwer

langsam & leicht

∆xv

Spin

Kanonische Struktur
In kovarianter SNB, Schwerpunkt z:

{z i , z j} =
Sij

m2 −
piS0j − pjS0i

m2p0 , ...

In Newton-Wigner SNB:

{ẑ i , pj} = δij , {Ŝi , Ŝj} = εijk Ŝk
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Oberflächenterme und ADM Hamiltonfunktion

Einstein–Hilbert Wirkung mit York–Gibbons–Hawking Oberflächenterm:

Sfield =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR − 1

16πG

∮
d3y 2

√
hK

ADM Energie folgt aus Oberflächenintegral

EADM =
1

16πG

∮
d2si [γij,j − γjj,i ]

HADM =̂ ADM Energie EADM ausgedrückt durch kanonische Variablen
Kanonische Feldvariablen: hTT

ij , πijTT TT =̂ transverse-traceless

DeWitt (1967)

“General relativity is unique among field theories in that its energy may always
be expressed as a surface integral.”
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Winkelgeschwindigkeit und Spin
in Newtonscher Mechanik und spezieller Relativitätstheorie (SRT), Hanson, Regge (1974)

Newton SRT

Körperfeste Basis x i
Kf = Λijx j

Rotationsfreiheitsgrade Λki Λkj = δij ηABΛAµΛBν = ηµν

↪→ Nebenbedingung Λiµpµ = 0

Winkelgeschwindigkeit Ωij = Λki dΛkj

dt
Ωµν = ΛA

µ dΛAν

dτ

Spin (L: Lagrangefkt.) Sij = 2
∂L
∂Ωij Sµν = 2

∂L
∂Ωµν

↪→ Nebenbedingung Sµνpν = 0

Anmerkung:

Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist Ωi = 1
2 εijk Ωjk . Analog für den Spin.
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Spin-Wirkung gekoppelt an Gravitation

Minimale Kopplung (Gültig linear im Spin):

Ωµν = ΛA
µDΛAν

dτ

L = m
√
−uµuµ︸ ︷︷ ︸

u

+
1
2

SµνΩµν︸ ︷︷ ︸
; 1

2 Sij∂i Aj

+ ...

Metrikvariation problematisch:

ΛAµΛA
ν = gµν ↔ γµγν + γνγµ = 2gµν

Variation von ΛAa und Vierbein eaµ: eaµea
ν = gµν ΛA

µ = ΛAaeaµ

ΛAaΛA
b = ηab ↔ γaγb + γbγa = 2ηab

Quadrupoldeformation durch nicht-minimale Kopplung: s. (Porto, Rothstein, Goldberger)

Lquad =
1

mu
BµνSµuαSαν︸ ︷︷ ︸

erhält Nebenbedingung

+
CES2

2mu
EµνSµαSαν︸ ︷︷ ︸

spininduzierte Deformation

+
µ2

4u3 EµνEµν︸ ︷︷ ︸
Gezeitendeformation

+ ...

Eµν ∼ Rµανβuαuβ Bµν ∼ 1
2εµραβRνσαβuρuσ Sµ = 1

2ε
µναβuνSαβ
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Kanonische Variablen und Beispielrechnung

Transformiere Wirkung auf die Form S =
∫

dt (p̂ ˙̂q − H)

ẑ i , Ŝij , und Λ̂ij sind “einfache” Verallgemeinerungen des SRT-Falls
Kanonischer Impuls des Teilchens p̂i :

pi = p̂i +
1
2

Ŝkj Γ
kj

i + ...

Kanonischer Feldimpuls π̂ijTT hat delta-Korrekturen:

πijTT = π̂ijTT +
4πG
m2 p̂mp̂k ŜlmδTTij

kl δ + ...

S1

Ai Aj
S2

Beispiel: leading-order (LO) S1S2

δ̂a = δ(x− ẑa), r̂a = |x− ẑa|

∫
d3x

1
2

Ŝki
1 ∂k δ̂1 16πGδij ∆

−1 1
2

Ŝlj
2∂l δ̂2 =

∫
d3x

1
2

Ŝki
1 ∂k δ̂1 (−2)GŜli

2∂l

(
1
r̂2

)
= GŜki

1 Ŝli
2∂k∂l

(
1
r̂1

)∣∣∣∣
x=ẑ1
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Alte und neue Ergebnisse für Hamiltonfunktionen

PN-Einordnung für maximalen Spin: S =
Gm2χ

c
χ = 1

order 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

HN

PM + H1PN + H2PN + H2.5PN + H3PN + H3.5PN + H4PN + H4.5PN

SO + HLO
SO + HNLO

SO + HN2LO
SO + HLO,R

SO + HN3LO
SO

S2
1 + HLO

S2
1

+ HNLO
S2

1
+ HN2LO

S2
1

+ HLO,R
S2

1

S1S2 + HLO
S1S2

+ HNLO
S1S2

+ HN2LO
S1S2

+ HLO,R
S1S2

spin3 + HLO
S3 + HNLO

S3

spin4 + HLO
S4

...
. . .

H bekannt EOM bekannt für Schw. Löcher (noch) unbekannt
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Zusammenfassung

Linear im Spin wurde der ADM Formalismus über einen Wirkungszugang
auf rotierende Objekte erweitert.
Vorgehen: Ausgehen von kovarianter Nebenbedingung, dann
Transformation auf kanonische Variablen; Kopplung mittels Vierbein
Erweiterung auf höhere Ordnungen im Spin möglich, am besten mittels
einer effektiven Wirkung. HNLO

S2
1

wurde bestimmt.

Neue Resultate sind HNLO
S1S2

und HNLO
S2

1
. HNLO

SO wurde reproduziert.

HNLO
S2

1
ist unterschiedlich für Schwarze Löcher und Neutronensterne.

Nach Abschluss der Doktorarbeit wurde der entwickelte Formalismus zur
Berechnung von HN2LO

SO , HN2LO
S1S2

, HLO,R
SO und HLO,R

S1S2
verwendet.

Der spinabhängige Anteil von HADM ist nun bekannt bis 3PN für beliebige
Binärsysteme, für Schwarze Löcher sogar bis 3.5PN.

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit
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Anhang
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Transformation auf kanonische Variablen
gültig linear im Spin

Eichungen (vgl. Kibble 1963): e(0)µ = nµ, (e(i)j ) =
√

(γij ), τ = t
Materievariablen: passen zur SNB Ŝµν(pν + mnν) = 0

z i = ẑ i − nSi

m − np
, np = −

√
m2 + γ ijpipj

Sij = Ŝij −
pinSj

m − np
+

pjnSi

m − np
, nSi = −

pkγ
kj Ŝji

m

Λ[i](j) = Λ̂[i](k)
(
δkj +

p(k)p(j)

m(m − np)

)
, γikγjlAkl =

1
2

Ŝij +
mp(inSj)

np(m − np)

pi = p̂i − KijnSj − Akle(j)k e(j)
l,i +

(
1
2

Skj +
p(k nSj)

np

)
Γkj

i

Feldvariablen:

hTT
ij = ĥTT

ij

πijTT = π̂ijTT − δTTij
kl (8πA(kl)δ + 16πBkl

mnA[mn]δ)

2Bkl
mn ≡ e(i)

m
∂e(i)n

∂γkl
− e(i)

n
∂e(i)m

∂γkl
, δTTij

kl ≡ TT-Projektor
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Results for Spin Hamiltonians
shown for equal masses, circular orbits, and aligned spins

Hspin = HS1O + HS2O + HS2
1

+ HS2
2

+ HS1S2 + HS3 + HS4 + ...

LO NLO N2LO

HS1O = S1L
{

7
8r3 +

3
r4

[
−1 +

5
16

L2

r

]
+

1
64r5

[
401− 751

8
L2

r
− 25

16
L4

r2

]
+ ...

}
HS2

1
= S2

1

{
−CES2

8r3 +
1

16r4

[
6CES2 + 5− 17CES2 − 11

4
L2

r

]
+ ...

}
HS1S2 = S1S2

{
− 1

4r3 +
1

2r4

[
3− 7

8
L2

r

]
+

1
64r5

[
−271− 238

L2

r
+

45
8

L4

r2

]
+ ...

}
HS3 =

5L
64r5 (S1 + S2)3 + ... yet only known

HS4 = − 3
128r5 (S1 + S2)4 + ... for black holes
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Spin-Orbit: Gyro-Gravitomagnetic Ratios gEOB
S + gEOB

S∗
for equal masses and circular orbits, A. Nagar arXiv:1106.4349

5 10 15 20
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r [M]
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O

B
S

+
gE

O
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S
∗

LO contribution
contributions to NLO
contributions to N2LO
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Quadrupole Deformation due to Spin
for neutron stars, Laarakkers, Poisson gr-qc/9709033

Here m = 1.4M�
Dim.-less mass quadrupole: q
Dim.-less spin: χ
Quadratic fit is extremely good:

−q ≈ CES2χ2

CES2 = 4.3 ... 7.4, EOS dependent
Also depends on mass
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-
q

G
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C

L

see Laarakkers, Poisson gr-qc/9709033

For black holes CES2 = 1
S4-quadrupole is highly suppressed
RNS code by N. Stergioulas publicly available
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NLO Spin-Bahn (SO)
Siehe auch Tagoshi, Ohashi, Owen (2001), sowie Faye, Blanchet, Buonanno (2006).
Hamiltonfunktion zuerst in Damour, Jaranowski, Schäfer (2008).

HNLO
SB = − ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 2
12

[
5m2p̂2

1

8m3
1

+
3(p̂1 · p̂2)

4m2
1
− 3p̂2

2

4m1m2

+
3(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

4m2
1

+
3(p̂2 · n̂12)2

2m1m2

]

+
((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 2
12

[
(p̂1 · p̂2)

m1m2
+

3(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

m1m2

]
+

((p̂1 × Ŝ1) · p̂2)

r̂ 2
12

[
2(p̂2 · n̂12)

m1m2
− 3(p̂1 · n̂12)

4m2
1

]
− ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 3
12

[
11m2

2
+

5m2
2

m1

]
+

((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

r̂ 3
12

[
6m1 +

15m2

2

]
+ (1↔ 2)
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NLO Spin1-Spin2
Teilresultat in Porto, Rothstein (2006).

HNLO
S1S2

=
1

2m1m2 r̂ 3
12

[ 3
2 ((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)((p̂2 × Ŝ2) · n̂12) + 1

2 (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · p̂2)

+ 6((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)((p̂1 × Ŝ2) · n̂12)− 1
2 (Ŝ1 · p̂2)(Ŝ2 · p̂1)

− 15(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12) + (Ŝ1 · p̂1)(Ŝ2 · p̂2)

− 3(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · p̂2) + 3(Ŝ1 · p̂2)(Ŝ2 · n̂12)(p̂1 · n̂12)

+ 3(Ŝ2 · p̂1)(Ŝ1 · n̂12)(p̂2 · n̂12) + 3(Ŝ1 · p̂1)(Ŝ2 · n̂12)(p̂2 · n̂12)

+ 3(Ŝ2 · p̂2)(Ŝ1 · n̂12)(p̂1 · n̂12)− 3(Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)]

+
3

2m2
1 r̂ 3

12
[−((p̂1 × Ŝ1) · n̂12)((p̂1 × Ŝ2) · n̂12)

+ (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂1 · n̂12)2 − (Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · p̂1)(p̂1 · n̂12)]

+
3

2m2
2 r̂ 3

12
[−((p̂2 × Ŝ2) · n̂12)((p̂2 × Ŝ1) · n̂12)

+ (Ŝ1 · Ŝ2)(p̂2 · n̂12)2 − (Ŝ2 · n̂12)(Ŝ1 · p̂2)(p̂2 · n̂12)]

+
6(m1 + m2)

r̂ 4
12

[(Ŝ1 · Ŝ2)− 2(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ2 · n̂12)]
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NLO Spin1-Spin1
Siehe auch Porto, Rothstein (2008).

HNLO
S2

1
=

m2

m3
1 r̂3

12

[(
15
4

−
9
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂1) +

(
5
4
−

5
4

CQ

)
p̂2

1Ŝ2
1

+

(
−

9
8
+

3
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)

2Ŝ2
1 +

(
−

21
8

+
9
4

CQ

)
p̂2

1(Ŝ1 · n̂12)
2

+

(
−

5
4
+

3
2

CQ

)
(Ŝ1 · p̂1)

2
]
+

CQ

m1m2 r̂3
12

[
9
4

p̂2
2(Ŝ1 · n̂12)

2 −
3
4

p̂2
2Ŝ2

1

]
+

1
m2

1 r̂3
12

[(
−

3
2
+

9
2

CQ

)
(p̂2 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂1)

+

(
−3 +

3
2

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)(Ŝ1 · p̂2) +

(
−

3
2
+

9
4

CQ

)
(p̂1 · p̂2)Ŝ2

1

+

(
3
2
−

3
4

CQ

)
(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)Ŝ2

1 +

(
3 −

21
4

CQ

)
(p̂1 · p̂2)(Ŝ1 · n̂12)

2

−
15
4

CQ(p̂1 · n̂12)(p̂2 · n̂12)(Ŝ1 · n̂12)
2 +

(
3
2
−

3
2

CQ

)
(Ŝ1 · p̂1)(Ŝ1 · p̂2)

]
+

m2

r̂4
12

[(
2 +

1
2

CQ

)
Ŝ2

1 −
(

3 +
3
2

CQ

)
(Ŝ1 · n̂12)

2
]

+
m2

2

m1 r̂4
12

[
(1 + 2CQ)Ŝ2

1 − (1 + 6CQ)(Ŝ1 · n̂12)
2
]
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